UN RESEAU DE NEURONES EN INTERACTION AVEC INHIBITION :
ANALYSE THEORIQUE ET SIMULATION PARFAITE

Branda Goncalves !

V' LPTM, 2 avenue Adolphe-Chauvin, 95302 Cergy-Pontoise, France
CY Cergy Paris Université.
E-mail: branda.goncalves@Qcyu.fr

Résumé. Nous étudions un modele de réseau de neurones purement inhibiteur ou les
neurones sont représentés par leur état d’inhibition. L’étude que nous présentons ici est
partiellement basée sur les travaux de Cottrell [1] et Fricker et al.[2] ou le taux de spike
d’un neurone ne dépend que de son état d’inhibition. Nous trouvons une condition locale
de Doeblin qui implique l'existence d’une mesure invariante pour le processus. Enfin,
nous étendons notre modele au cas ou les neurones sont indexés par Z. Dans le cas de
ce systeme infini, on s’appuie sur un algorithme de simulation parfaite pour montrer la
récurrence du processus.
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1 Le modele

Considérons que nous avons /N neurones qui sont en relation les uns avec les autres. Pour
tous les i € {1,---, N}, X}V décrit I'état d’inhibition du neurone i au temps t et Wi,
le poids de i sur j. Lorsque le neurone ¢ € {1,--- , N} spike,
- L’état actuel d’inhibition du neurone i est remplacé par Y* qui a pour distribution F*
indépendamment de toute autre chose.
- L’état d’inhibition de tout neurone j # i est augmenté de W,_,; > 0 au temps ¢.
Entre les sauts successifs du systeme, chaque neurone ¢ suit la dynamique déterministe
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avec «; (2') continu sur (0, 00), positive sur (0, 00) et non négative sur [0, 00). Soit 3; (z*)
une fonction de taux continue positive et décroissante sur [0, 00). On prend j3; décroissante
de sorte que, plus x! est grand, plus sa probabilité de spiker est faible et plus z¢ est petit,
plus sa probabilité de spiker est élevée.

Nous sommes donc amenés a considérer le processus de Markov déterministe par morceaux
(PDMP) XN = (XN, | XPM) € RY. Pour i € {1,---, N}, la dynamique de X" est
donnée par :
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olt M" est une mesure de Poisson aléatoire d’intensité dtdrF*(dy) et pour tout i, les M*
sont tous indépendants.

Le générateur infinitésimal associé a ce modele est donné par:
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ot V est une fonction lisse et e’ est le i—ieme vecteur unitaire.

En d’autres termes, a chaque saut du processus, un seul neurone fait un spike. Si c’est
le neurone i, alors son état est remplacé par Y* et tous les autres neurones recoivent le
poids d’inhibition W;_,; > 0 pour tout j # i.

Simulation. Nous simulons une trajectoire typique de XtN " avec N = 2 neurones en
utilisant 1'algorithme d’acceptation rejet.

A simulation with N = 2 neurons
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2 Condition de Doeblin locale

Dans cette section, nous voulons montrer I'existence d’une mesure de probabilité invari-
ante du processus.



Solent Sp < S1 < --- < 5, < --- les instants des sauts successifs des N neurones. Il est
évident que la chaine extraite Z,, := Xg,_ est une chaine de Markov.

Theorem 1 Supposons que pour tout 1 < i < N, o; € C et qu’il existe un_ensemble
compact K C|0, 00N tel que pour tout x € K, pour tout 1 <1i < N, j3,(a° —l—zz;ll W) >
0. De plus, on suppose que F'(dy) est absolument continu et que ||5;]|cc < 00 pour tout i.

Alors il eziste d € (0,1) et une mesure de probabilité v sur (IRY, B(IRY)), telle que

QY (x,dy) > dlg(z)v(dy)

ot Q est l'opérateur de transition de la chaine extraite Z, = Xg. et QN est son N—i¢me
itére.

Corollary 2 Si pour tout 1 < N, [3; est strictement inférieur et borné, alors le processus
est récurrent.

Remark 1 Lorsque [3; est strictement minoré et borné, on peut remarquer que la borne
inférieure obtenue dans le théoréme 1 tient sur l’espace d’état entier R, , c’est-a-dire sans
lg. Ceci mous permet d’avoir la borne inférieure globale QN (z,dy) > dv(dy) et donc
l’ergodicité uniforme du processus.

3 Simulation parfaite

Dans cette section, nous considérons un systeme avec une infinité de neurones indexés par
Z. On veut construire un algorithme de simulation parfaite pour montrer la récurrence
de notre processus sous certaines conditions. Nous supposons que pour tout 7 le taux de
saut (3,(z%) est borné.

On fixe un neurone 7 dans Z, on s’ intéresse a 1’état du neurone ¢ au temps 0 dans le
régime stationnaire, c¢’est-a-dire en supposant que le processus démarre a partir de —oo.
Pour ce faire, nous explorons le passé afin de déterminer tous les couples d’indices et de
temps qui affectent la valeur du neurone ¢ au temps 0. L’ensemble de tous ces couples
(7, s) sera appelé le clan des ancétres du neurone ¢ comme dans Galves et Locherbach [3]
et Galves et al. [4]. Le clan des ancétres est un processus qui évolue dans le temps par
sauts successifs. On commence avec Cf = {i}.

En posant T}, = inf{t : C; = 0} le premier instant ot le clan des ancétres du neurone i

est vide, d; = min,; f;(27) et & = max,; §;(z7), on a la proposition suivante:
Proposition 3 Soitb; =3, ., (dF —dy). Sib; < d; pour tout j alors Tl est fini presque
surement i.e. le processus est sous-critique.



Proof. Nous allons construire un processus Z, tel que pour tout n, |Cf, | < Z, et tel
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que Z, évolue de la maniere suivante : avec la probabilité ZJG# ona sz, 1=2,—1
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et avec la probabilité sz €7 b
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Definition 1 Pour tout couple (i,t) € Z x Ry, C! est un processus Markovien de saut
prenant des valeurs dans le sous-ensemble fini de Z et son générateur infinitésimal est
donné par

AYmg(C) = Y dlg(C\ ) = 9(@)] + D (@ = dy)le(C U {5}) — g(O)]

jeC jeaext(c)

ou g est une fonction test.

Le théoreme suivant donne des conditions sur la finitude du temps d’extinction du pro-
cessus.

Theorem 4 On définit 6 = telle que :

- s > 0., alors le temps d’extinction est fini presque stirement c’est a dire, P(Vi, T, <

%) = 1.

stop

- 816 < O, alors le temps d’extinction est infini avec une probabilité positive c’est-a-

dire, P(Vi, T, o0) > 0.

stop
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