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Résumé. Dans ce travail, nous considérons le problème de l’estimation de la matrice de
variance asymptotique de l’estimateur des moindres carrés des modèles FARIMA (pour
Fractionally AutoRegressive Integrated Moving-Average) dans le cas où les erreurs sont
supposées non-corrélées mais non nécessairement indépendantes ni même des différences
de martingales. Nous proposons un estimateur convergent de cette matrice de variance
asymptotique et nous illustrons ensuite les résultats théoriques obtenus par des simulations.

Mots-clés. Processus non-linéaires, ; Modèles FARIMA faibles ; Estimateur des moindres
carrés ; Estimateur de la matrice de covariance ; Convergence.

Abstract. In this work, we propose a consistent estimator of the limiting variance matrix
of the least-squares estimator of Fractionally AutoRegressive Integrated Moving-Average
(FARIMA) models with uncorrelated but not necessarily independent nor martingale
differences errors (i.e. weak FARIMA models). Some simulation studies are presented to
corroborate our theoretical work.

Keywords.Non-linear processes ; Weak FARIMAmodels ; Least-squares estimator ; Covariance
matrix estimate ; Consistency.

1 Introduction

La notion de mémoire longue est apparue au début des années 1950, historiquement
pour l’étude du comportement inhabituel des niveaux du fleuve Nil en Égypte (voir Hurst
[1951], Mandelbrot [1965]). Les processus à mémoire longue occupent une place importante
dans la littérature des séries temporelles (voir Granger et Joyeux [1980], Fox et Taqqu
[1986], Beran [1992]). En effet, les processus à mémoire longue s’avèrent plus adaptés à
l’étude de certaines séries chronologiques issues par exemple de l’hydrologie, l’économie,
la climatologie, l’économétrie financière et les trafics informatiques.

Afin de modéliser le comportement de mémoire longue, plusieurs modèles peuvent être
utilisés. Les processus FARIMA sont parmi les modèles les plus connus et les plus utilisés
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dans ce contexte. Ils sont une généralisation des modèles ARIMA, pour lesquels le paramètre
de différenciation est un entier. Les processus FARIMA permettent au paramètre de
différenciation de prendre des valeurs réelles.

On dit qu’un processus (Xt)t∈Z centré et stationnaire au second ordre, à valeurs réelles,
admet une représentation FARIMA(p, d0, q) faible si, pour tout t ∈ Z,

a(L) (1− L)d0 Xt = b(L)ϵt, (1)

où (ϵt)t∈Z est une suite de variables aléatoires centrées (E [ϵt] = 0, ∀t), non corrélées, et
de même variance σ2

ϵ > 0 sur un certain espace de probabilité (Ω,A,P). Les polynômes
a(z) = 1+

∑p
i=1 aiz

i et b(z) = 1+
∑q

j=1 bjz
j (p, q ∈ N et a1, ..., ap, b1, ..., bq ∈ R) ont leurs

racines en dehors du disque unité et n’ont aucun zéro en commun, L est l’opérateur retard
et 0 < d0 < 1/2.

L’opérateur de différenciation fractionnaire (1− L)d0 est défini en utilisant la formule du
binôme généralisée par :

(1− L)d0 =
+∞∑
j=0

αj(d0)L
j,

où, pour tout j ∈ N et pour tout d ∈ ]0, 1/2[,

αj(d) =
Γ(j − d)

Γ(j + 1)Γ(−d)
,

avec Γ(.) est la fonction Gamma.

Par opposition au modèle FARIMA faible donné dans (1), nous appelons FARIMA forts les
modèles standards dans lesquels le terme d’erreur est supposé être une suite indépendante
et identiquement distribuée (iid). Dans la modélisation des séries temporelles, la validité
des différentes étapes de la méthodologie traditionnelle de Box et Jenkins, à savoir les
étapes d’identification, d’estimation et de validation, dépend des propriétés du bruit blanc.
Afin d’obtenir des intervalles de confiance ou de tester la significativité des coefficients
FARIMA faibles, il sera nécessaire de disposer d’un estimateur au moins faiblement
convergent de la matrice de variance asymptotique. L’objectif de ce travail est de proposer
un estimateur convergent de la matrice de variance asymptotique de l’estimateur des
moindres carrés des modèles FARIMA induits par un bruit pouvant présenter des dépenda-
nces non linéaires très générales.

Le vecteur des vraies valeurs des paramètres θ0 := (a1, a2, ..., ap, b1, b2, ..., bq, d0)
′ appartient
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à l’espace des paramètres Θ = Θ̃× [d1, d2], où

Θ̃ := {θ̃ = (θ1, θ2, ..., θp+q)
′; aθ̃(z) = 1 +

p∑
j=1

θjz
j et bθ̃(z) = 1 +

q∑
j=1

θp+jz
j

ont leurs zéros en dehors du disque unité}

et [d1, d2] ⊂]0, 1/2[ est le support du paramètre de mémoire. Pour tout θ ∈ Θ, soit
(ϵt(θ))t∈Z le processus stationnaire au second ordre solution de

ϵt(θ) =
∑
j≥0

αj(d)Xt−j +

p∑
i=1

θi
∑
j≥0

αj(d)Xt−i−j −
q∑

j=1

θp+jϵt−j(θ). (2)

Notons que ϵt(θ0) = ϵt p.s. Étant donné une réalisation de longueur n, X1, X2, ..., Xn, les
variables aléatoires ϵt(θ) peuvent être approximées, pour 0 < t ≤ n, par ϵ̃t(θ) définies
récursivement comme solutions de

ϵ̃t(θ) =
t−1∑
j=0

αj(d)Xt−j +

p∑
i=1

θi

t−i−1∑
j=0

αj(d)Xt−i−j −
q∑

j=1

θp+j ϵ̃t−j(θ), (3)

avec ϵ̃t(θ) = Xt = 0 si t ≤ 0. La variable aléatoire θ̂n est dite estimateur des moindres
carrés de θ0 si, presque sûrement, elle satisfait

Qn(θ̂n) = min
θ∈Θ

Qn(θ), où Qn(θ) =
1

n

n∑
t=1

ϵ̃2t (θ).

Sous les deux hypothèses
H1 : Le processus (ϵt)t∈Z est strictement stationnaire et ergodique.
H2 : Il existe un entier τ tel que pour un ν ∈ (0, 1], nous avons E|ϵt|τ+ν < ∞ et∑∞

h=0(h+ 1)k−2 {αϵ(h)}
ν

k+ν < ∞ pour k = 1, . . . , τ .

Boubacar Mäınassara et al. [2021] ont montré quand τ = 4 que la suite (
√
n(θ̂n − θ0))n≥1

a une distribution limite gaussienne centrée de matrice de covariance Ω := J−1IJ−1, où

J = 2E
[
∂ϵt
∂θ

∂ϵt
∂θ′

]
p.s. et I =

∞∑
k=−∞

Cov(Ht(θ0), Ht−k(θ0))

avec

Ht(θ) = 2ϵt(θ)
∂ϵt(θ)

∂θ
, ∀θ ∈ Θ.
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2 Estimation de la matrice de variance asymptotique

La matrice de variance asymptotique de l’estimateur des moindres carrés des modèles
FARIMA faibles dépend de deux matrices d’informations différentes. Il est donc nécessaires
de fournir un estimateur convergent de chaque matrice. La matrice J peut facilement être
estimée empiriquement par :

Ĵ =
2

n

n∑
t=1

{
∂ϵ̃t(θ)

∂θ

∂ϵ̃t(θ)

∂θ′

}
θ=θ̂n

.

Notons par
∆k(θ) = Cov(Ht(θ), Ht−k(θ)).

La matrice de covariance ∆k(θ0) peut être estimée empiriquement, pour 0 ≤ k < n, par
∆̂k(θ̂n) où, pour tout θ ∈ Θ,

∆̂k(θ) =
4

n

n−k∑
t=1

ϵ̃t(θ)
∂ϵ̃t(θ)

∂θ

(
ϵ̃t+k(θ)

∂ϵ̃t+k(θ)

∂θ

)′

et
∆̂−k(θ) = ∆̂k(θ)

′
.

Sous les hypothèses H1 et H2 avec τ = 8, la statistique ∆̂k(θ̂n) est un estimateur
convergent de ∆k(θ0). Par conséquent, on peut se demander si l’estimateur simple

Ĩn(θ̂n) =
n−1∑

k=−n+1

∆̂k(θ̂n)

est un estimateur convergent de I. La réponse est négative puisque, pour tout n,

Ĩn(θ̂n) =
4

n

(
n∑

t=1

ϵ̃t(θ̂n)
∂ϵ̃t(θ̂n)

∂θ

)2

= n

(
∂

∂θ
Qn(θ̂n)

)2

= 0.

La matrice I est une somme infinie de moments d’ordre 4 de (ϵt)t∈Z, donc l’estimation
de certains moments repose que sur quelques observations. Cela implique que certains
moments sont probablement mal estimés (voir Francq, C. et Zaköıan, J.-M. [2000] pour
une référence dans le cas des modèles ARMA faibles et voir Boubacar Mäınassara, Y.
[2014] pour une extension au cas des modèles VARMA faibles). La solution classique
utilisée pour résoudre ce problème consiste à pondérer les moments empiriques ∆̂k(θ̂n).
Le poids attribué à ∆̂k(θ̂n) est de la forme ω(khn), où (hn)n≥1 est une suite de nombres
réels et la fonction ω : R → R est supposée bornée, à support compact [−c, c] et continue
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à l’origine avec ω(0) = 1.

Un estimateur convergent de I est obtenu sans hypothèses supplémentaires sur le processus
(ϵt)t∈Z.

Théorème 1 Supposons que H1 et H2 avec τ = 8 sont vérifiées et considérons la matrice

În(θ) =
Tn∑

k=−Tn

ω(khn)∆̂k(θ),

où Tn = [c/hn] ([x] est la partie entière de x). Si (hn)n≥1 est choisie telle que

hn −−−→
n→∞

0 and nh1/{1/2−(d0−d1)}
n −−−→

n→∞
∞,

alors
În(θ̂n) → I en probabilité quand n → ∞.

Rappelons que d1 et d2 sont les extrémités du support du paramètre de mémoire d0.

——————
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