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Résumé. Ce travail, motivé par une application en analyse sensorielle, s’intéresse a
des tests d’hypotheses pour des panels de processus semi-Markoviens (PSM). En 2018,
Lecuelle et al. ont proposé de modéliser les séquences des sensations pergues au cours
de la dégustation d’un produit a I'aide de PSM. Un test statistique, basé sur le rapport
de vraisemblance, a été construit et étudié par simulations (Frascolla et al. 2020) afin
de déterminer si deux produits testés sont percus différemment. Nous considérons des
panels constitués de n trajectoires et deux modeles d’observation pour chaque trajectoire.
Nous nous intéressons a des PSM composés d'un nombre aléatoire de transitions pour le
premier modele et a des PSM absorbants pour le second. Nous montrons la convergence
asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres des PSM
lorsque n tend vers l'infini et déterminons la distribution asymptotique du rapport de
vraisemblance.

Mots-clés. Analyse sensorielle, Estimateur du maximum de vraisemblance, Processus
semi-Markoviens, Statistique asymptotique, Test du rapport de vraisemblance

Abstract. This work, motivated by an application in sensory analysis, focuses on
hypothesis testing for semi-Markov processes (SMP). In 2018, Lecuelle et al. have consid-
ered SMP to model the sequences of sensations perceived during the tasting of a product.
A statistical test, based on the likelihood ratio, has been built and studied by simulations
(Frascolla et al. 2020) in order to determine if two tested products are felt differently. We
consider panels made up of n trajectories and two observation designs for each trajectory.
We consider SMP composed of a random number of transitions for the first model and
absorbing SMP for the second. We prove the asymptotic convergence of the estimators
of the maximum likelihood of the parameters of the SMP when n tends to infinity and
we determine the asymptotic distribution of the likelihood ratio.

Keywords. Sensory analysis, Maximum likelihood estimator, Semi-Markov processes,
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1 Introduction

L’analyse sensorielle a pour objectif de mieux comprendre les préférences des consomma-
teurs. Lors d’une étude d’analyse sensorielle, différents produits d’une méme catégorie



sont testés et les sujets indiquent la séquence des sensations pergues au cours du temps
parmi une liste de descripteurs. En 2018, Lecuelle et al. ont proposé de modéliser ces
données par des PSM pour prendre en compte la dynamique du modele (les transitions
d’un descripteur vers un autre) et les temps de séjour associés.

Les processus semi-Markoviens sont une généralisation des chaines de Markov et per-
mettent de considérer des modeles plus flexibles pour la loi des temps de séjour. Les
livres de Limnios et Oprigan (2001) et de Barbu et Limnios (2008) présentent la théorie
des processus semi-Markoviens et leur application en fiabilité et analyse de ’ADN.

Une des principales questions en analyse sensorielle est de déterminer si deux pro-
duits testés sont différents. Pour répondre a cette question, un test statistique basé sur
le rapport de vraisemblance a été proposé dans Frascolla et al. (2020) avec trois ap-
proches pour déterminer la zone de rejet : deux approches basées sur des techniques de
ré-échantillonnage (bootstrap paramétrique et permutations) et une approche basée sur
la loi asymptotique du rapport de vraisemblance en supposant de maniere intuitive qu’elle
suivait une loi du x?, ce qui a été vérifié sur des simulations.

Nous montrons dans ce travail la consistance des estimateurs du maximum de vraisem-
blance (EMV) et leur normalité asymptotique et nous en déduisons la loi asymptotique
du rapport de vraisemblance sous I’hypothese d’égalité des lois.

2 Modeéle et notations

2.1 Définition des processus semi-Markoviens

Soit Z = (Z;)ier, un processus stochastique a valeur dans £ = {1,...,D} avec D <
+oo. Soient J = (Jp)nen la suite des états visités par Z et X = (X,)nen+ la suite
des temps de séjour associés. Nous supposons que le processus (J,, X,),>1 vérifie la
propriété de Markov, pour t € T = [0,4cc[, £ € E et j # £, P(Jpr1 = J, Xp1 <
t Joyeooydn, X1y, X)) = P(Jpg1 = 4, Xoar <t ] Jn).

Le processus donnant I’état visité a chaque instant ¢ est appelé PSM (voir par exemple
Limnios et Oprisan, 2001). La loi du PSM est caractérisée par sa distribution initiale
a=(o,...,ap)aveca; =P(Jy=7),j =1,...,D. Lamatrice de transition de la chaine
de Markov (J,,)n>1, notée P, est constituée des éléments p;; = P(J,, = j | J,—1 = i), pour
i #j € FExFEetp; =0 pour tout ¢ € E. On suppose que les distributions des temps
de séjour appartiennent a une famille paramétrique de densité. Pour i # j € E x E, on
note f(¢;0;;) la densité du temps de séjour de X,,|J,_1 = i, J, = j avec ;; € R%. On note
0 = (6,5, # j € E x E). Ainsi, la distribution du PSM Z est caractérisée par le vecteur
des parametres (ay, Po, 0)).



2.2 Les différents protocoles d’observation considérés

On considere des panels constitués de n trajectoires indépendantes, Sy, ..., .S5,, issues du
méme processus semi-Markovien de parametre (ay, Pg, 8p). Une séquence S est constituée
des différents états visités par le processus et des temps de séjour associés. Les données
d’analyse sensorielle nous amenent a considérer deux protocoles d’observations. Pour le
premier, chaque séquence est constituée d’'un nombre aléatoire de transitions et on note M
le nombre aléatoire de transitions. On suppose que M est strictement positif, d’espérance
finie et vérifie les propriétés d’'un temps d’arrét. Pour le second, on suppose que ’espace
d’état contient un état absorbant et chaque séquence s’arréte une fois qu’elle a atteint cet
état absorbant. On suppose que I’état absorbant est accessible et on ré-ordonne les états
de E de sorte que I’état absorbant soit le dernier état, c¢’est-a-dire I’'état D. On suppose
de plus que le processus débute dans un état non absorbant. La variance et I'espérance du
nombre de transitions jusqu’a absorption pour des chaines de Markov absorbantes sont
finies (voir Kemeny et Snell (1976) par exemple).

3 Convergence asymptotique de ’EMYV

La vraisemblance des n séquences s'écrit L£(S1,...,5,;a,P,0) = [[,-, £(S; o, P,0)
ou L(Sy; o, P,0) est la vraisemblance de la séquence ¢. La valeur moyenne de la log-
vraisemblance sur les n trajectoires S, ..., S, est définie par :
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Nl(f) est le processus de comptage donnant le nombre de transitions de i vers j pour une
séquence £ et ZL‘EJ k)
la visite numéro k.

L’étude des propriétés asymptotiques de TEMV peut étre effectuée en trois parties
en analysant séparément chaque ensemble de parametres car la maximisation de la log-

vraisemblance en (o, P, 0) s’effectue de maniere indépendante pour chaque ensemble de

est le temps de séjour dans I’état ¢ avant d’aller dans I’état j pendant

parametres (1). On note &, P et 6 les EMV de a, P et 0. L'estimateur & est simplement
I'EMV pour une distribution multinomiale (voir Trevezas 2011 par exemple). La difficulté
liée a I'estimation des parametres P et @ provient du fait que les sommations s’effectuent
sur un nombre aléatoire d’indices, qui n’est pas nécessairement indépendant des variables
aléatoires étudiées. Il faut également que les conditions classiques assurant la convergence



des estimateurs du maximum de vraisemblance soient vérifiées (conditions sur la loi des
temps de séjour et conditions sur les p;; et ;).

Nous démontrons ensuite la consistance des EMV et leur normalité asymptotique
en utilisant des outils statistiques (”continuous mapping theorem”; loi forte des grands
nombres et identité de Wald par exemple) et les théoremes de Newey et McFadden (1994).

4 Tests d’égalité en loi de deux processus

On souhaite maintenant comparer deux échantillons. Pour cela, on dispose de deux
échantillons de taille n; et ny issus de deux processus semi-Markoviens Z! et Z2 car-
actérisés par les vecteurs de parametres (o', P',0') et (a2, P2, 6%). On souhaite tester
I’hypothese d’égalité des lois de ces deux processus. Pour cela, nous avons deux stratégies.
La premiere repose sur un test du rapport de vraisemblance et la deuxieme sur la statis-
tique de Wald. Nous ne considérons pas les parametres des probabilités initiales dans
la suite car tester leur égalité par un test du rapport de vraisemblance releve d’outils
classiques non présentés ici. Les hypotheses du test sont Hy : (P',0') = (P2,6%) et
H, : (P,0") # (P%,6%).

La statistique de test basée sur le rapport de vraisemblance, notée LR, est le quotient de la
vraisemblance sous I’hypothese nulle et de la vraisemblance sous 'hypothese alternative.
On peut noter que LR ne dépend pas du parametre « grace a la structure multiplicative
de la vraisemblance. La statistique de test utilisant un test de Wald, notée Wfl’fm, est
basée sur la distribution asymptotique des EMV sous I’hypothese nulle.

Nous montrons, sous des hypotheses classiques pour les lois des temps de séjour pour
le maximum de vraisemblance, que —2In(LR) et WE? — convergent en loi vers une loi
du x? avec D(D — 2) + D(D — 1)d degrés de liberté en I’absence d’état absorbant et
(D —1)(D —2) + (D — 1)d degrés de liberté quand il y a un état absorbant.
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