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Résumé. L’hématopoiese est un phénomene biologique de production de cellules san-
guines matures par différenciation cellulaire. Elle est basée sur des étapes d’amplification
dues a un compromis entre les capacités de renouvellement et de différenciation des types
cellulaires successifs, des cellules souches aux cellules sanguines matures. Nous étudierons
ce mécanisme d’un point de vue stochastique afin d’expliquer les fluctuations surpre-
namment grandes du nombre de cellules sanguines matures, biologiquement observées
dans une hématopoiese dite de repos (steady-state). Nous considérerons trois types de
cellules: les cellules souches, les progéniteurs et les cellules sanguines matures. Chaque
type de cellule est caractérisé par ses propres parametres dynamiques: son taux de di-
vision et ses probabilités de renouvellement et de différenciation a chaque événement
de division. Nous modéliserons la dynamique globale de la population par un proces-
sus stochastique de branchement décomposable tridimensionnel. Nous montrerons que le
mécanisme d’amplification est donné par I'inverse de la faible différence entre les prob-
abilités de différenciation et de renouvellement. En introduisant un parametre d’échelle
K influengant simultanément la taille de la premiere composante, les probabilités de
différenciation et de renouvellement et le taux de mortalité des cellules sanguines matures,
nous décrirons le comportement asymptotique du processus pour de grandes valeurs de
K. Nous montrerons que chaque type de cellule évolue selon sa propre échelle de taille
et de temps. En nous concentrant sur la troisieme composante, nous prouverons que la
taille de la population de cellules sanguines matures, convenablement renormalisée (en
temps et en taille), est amplifié par un mécanisme induisant de grandes fluctuations. Les
preuves sont basées sur une étude fine des différentes échelles impliquées dans le modele
et sur 'utilisation de techniques de convergence et de moyennisation.

Mots-clés. Processus de branchement décomposable, Approximation multi-échelle,
Systeme dynamique lent-rapide, Grandes fluctuations, Hématopoiese au repos, Méchanisme
d’amplification.
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1.1 Un modele multi-échelle

Afin de comprendre plus précisément la dynamique induite par le mécanisme d’amplification
biologique observé en hématopoiese de repos nous avons introduit un processus de branche-
ment N% de dimension 3. Le premier type cellulaire correspond aux cellules souches. Le
deuxieme représente un type de cellules intermédiaires. Le troisieme type représente les
globules rouges.

On suppose qu'une cellule de type 1 se divise a taux constant 71 > 0 en deux cellules.
Les deux cellules filles sont de type 1 avec probabilité 1/2 ou de type 2 avec la méme
probabilité. Une cellule de type 2 se divise a taux constant 7, > 0 en deux cellules filles.
Les deux cellules filles sont de type 2 avec probabilité pl (auto-renouvellement) ou de
type 3 avec probabilité pl = 1 — pf (différenciation). Une cellule de type 3 meurt & taux
constant ds > 0.

On suppose de plus

e L’existence de K € R* un parametre d’échelle tel que

N{(0) ~ K

e [’existence de 1 > 3 > 75 > 0 et 73 > 0 telles que

p?—pfz[(’” et dz=T13K .

Nous avons montré qu’une telle dynamique traduisait bien un mécanisme d’amplification.
Pour cela nous avons étudié la convergence en loi lorsque K tend vers 'infini du processus
N renormalisé. Un premier résultat nous a permis de réaliser la nécessité d’étudier
le processus sur une échelle de temps différente pour observer la dynamique des deux
derniéres composantes du processus. En effet nous avons montré que le processus NX
renormalisé en taille par K converge en loi, lorsque K tend vers I'infini, vers une fonction
continue qui tend vers I'infini. Nous avons ensuite montré que lorsque le processus N
est renormalisé en espace par les ordres de grandeurs qui semblent les plus appropriés
celui-ci admet une limite dégénérée lorsque K tend vers 'infini.

N{(0) NJ(0) Ni(0)
K K K

Théoréme 1 (i) Supposons que la suite ( > converge en lot, lorsque
KeN*

K tend vers linfini, vers un vecteur (z1,0,0) € Ri et que

N{*(0) N3 (0) N3*(0)
E—1 -~ < , E—2 -~ < t E—S 2 <
s?(p K +00 Sl}l{p K +o00 € s?(p K +00
Alors pour tout T > 0, la suite ((N{;{(t), Ng;{(t), N‘{;{(t)), t e [O,T}) converge en
KeN+

loi dans D([0,T],RY) vers a1 (1,71 ¢t, 2 t%).



(ii) Soit le processus de sauts X défini pour tout t > 0 par
N{*(t) N3*(t)  N5(t)

K _
X2 =( K KW’ K1+’Yz+’yg)'
Supposons que la suite <N{;<(O), ?ﬁ(%), K]l\fﬁ'liég)%) converge en loi, lorsque K tend vers
N*
Uinfini, vers un vecteur (x1,0,0) € RY et que
N{*(0) N3 (0) N3*(0)
Slépr[T] < +o0, Sl}l{pE[W] < +oo et Sl}l{pE[m] < +o0.

Alors pour tout T > 0, la suite ((N{;(t), g%}i(g , Kﬁi(zs ),

loi dans D([0,T),R3) vers (z1,0,0).

t €[0,7T])ken+ converge en

Nous avons ensuite montré que chaque composante du processus N¥ évolue selon ces
échelles de taille et de temps typiques.

Commencgons par illustrer I'intégré d’un changement d’échelle de temps a travers des
simulations de la 2e composante (Figure 1). On observe sur ces simulations qu’a une
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Figure 1: Une trjectoire du processus N sur différentes échelles de temps ¢ € [0, T] avec
T =0(1), T = O(K") puis T = O(K™). Les parametres sont supposés égaux a 1 a
I'exception de K = 2000, v = 0.55 et 3 = 0.8.

échelle de temps d’ordre 1 (image de gauche), le processus NX est loin d’avoir atteint
l'ordre de grandeur de sa valeur moyenne a ’équilibre. On observe également (image
au centre) que I’échelle de temps K7 semble correspondre a ’échelle de temps typique
pour observer la dynamique du processus NX. Sur 'image de droite on peut observer
que les fluctuations du processus NX autour de sa valeur moyenne & I’équilibre semblent
tres grandes (comparées a celles observés pour des processus stochastiques de naissance
et mort classiques).

Nous avons montré que ’échelle de temps K72 était adapté a I'observation de la dynamique
du deuxieme type cellulaire lorsque celui-ci est renormalisé en espace par K72, Dans
mon exposé je me concentrerai sur I’étude de la dynamique de la 3e composante, détaillée
ci-dessous.



1.2 Comportement asymptotique de la 3e composante

Nous nous sommes finalement intéressés a la dynamique de la troisieme composante dont
I’échelle de temps typique est donnée par K7 et I’échelle de taille est donnée par K+72+7,

Soit le processus Z% défini pour tout ¢t > 0 par

NE@#K») NE(@tK») NE(tK?)

K(p) —
27 = K TR Klmets )

Nous avons montré que sous certaines hypotheses le processus Z% admet la décomposition
en semi-martingale suivante

ZI(t) = Z{(0) + M (1)

t t N
ZK(t) = ZF(0) + K / ZE(s)ds — Ty K732 / ZK(s)ds + MI(t) (1)
0 0

Z3(t) = Z3(0) + (1 +

1 t t .
eon [ e [ 2+ MK
0 0

olt MX est une martingale qui converge en loi vers 0 lorsque K tend vers l'infini.
On en a déduit a I’aide de la méthode de moyennisation développée par Thomas Kurtz
le théoreme suivant

Théoréme 2 Supposons l’existence d’un vecteur (xq,x2,13) € Ri vers lequel converge
en loi la suite (Z%(0))gen+ lorsque K tend vers Uinfini. Supposons de plus que

skl{pE[Zf(O)] < +o0, skl{pE[ZQK(O)] < +oo et s%pE[Zf(O)] < +o00.
Notons T'X la mesure d’occupation associée au processus ZX
I'¥([0,t] x B) = /t 15(ZK(s))ds.
0
Alors pour tout T > 0, la suite (Z{,TX  ZK)gene converge en loi dans D([0,T],Ry) X

Im(Ry) x D([0,T],Ry) wvers (z1,0.5(dz2)ds, 23). Les fonctions continues zy et z3 sont
définies pour tout t < T par

Zl<t) =T
T2 4 T2 &\ —r
Z3(t> = 7—322 + (1’3 — T—322) e 3t

et z5 est la valeur vers laquelle la fonction ys tend a l'infini :

* 11
22 — - .
T2



A la différence des résultats précédents le Théoreme 2 introduit un systeme lent rapide et
nécessite I'utilisation de la mesure d’occupation associée a la seconde coordonnée. En effet,
dans une telle échelle de temps la deuxieme composante du processus a déja atteint son
équilibre. De plus la suite (Z5) ne peut étre suffisamment controlée (voir I'expression
(1)) pour vérifier des criteres de tension & la différence de sa mesure d’occupation I'Y | qui
nécessite un controle plus faible,

t
Vit >0, supE[/ 73 (s) ds] < +o0.
K 0

La preuve de ce théoreme utilise des méthodes de moyennisation introduite par Thomas
Kurtz (Kurtz 1992).

Néanmoins, les échelles apparues dans notre modele sont différentes. Cette différence
implique que les variables lentes et rapides de notre modele jouent des roles différents
au niveau des fluctuations du processus NI. Nous avons ainsi décrit le comportement
asymptotique lorsque K tend vers I'infini des fluctuations associées au processus NI

La démonstration de ce résultat nécessite d’identifier au niveau de la dynamique de la
troisieme coordonnée les fluctuations de la premiere. Pour cela nous avons introduit le

processus
K J=73)/2 K K
Vo (t) = W(Zz (t) — Z5'(0)).
La preuve de la convergence uniforme dans L2 sur tout intervalle de temps fini du
processus Vi* vers 0, a permis d’établir le théoréme principal de ce travail.

Théoréme 3 Soient
( VlK(t) = K(l—v3)/2(le(t) _ :B1)

(1—3)/2
V>0, V@) = A (2 ) - 25 (0)

[ V5 (1) = KU2(Z5 (1) — 25(1))

Supposons qu’il existe Vo = (Vo(l), Vo(g)) vecteur aléatoire de R* vers lequel la suite (V{(0), V3¥(0)) gen-
converge en loi. Supposons de plus que

sup E[VX(0)!] < +00 ; supE[ZF(0)?] < +oo.
K K

sup E[|V(0)]] < +oc.
K



Alors pour tout T > 0, la suite (V, Vi) gen+ converge en loi dans D([0,T],R%) vers
les processus continus (Vi,V3) tels que pour tout t,

Vi(t) = Vo + yrmWi(t)

t t
V(1) :v0<3>+ﬁ/ vl(s)ds—Tgf Vy(s) ds,
0 0

ot Wy est un mouvement brownien standard.

En supposant que le vecteur V; est nul, on peut écrire I'approximation du processus N ()
pour tout ¢ et pour K grand,

Nf(t) ~ F1F2ts zg(t K—vs) + J(14+2724373) /2 V};(t K‘WS)
avec

t t
Vt,  Vi(t) = 71\/7'1:701/ Wi(s)ds — 73/ Vs(s) ds
0 0

et W1 un mouvement brownien standard.

Habituellement le théoreme de la limite centrale décrit les fluctuations d’une population
d’ordre K27 comme étant d’ordre K(72+73)/2 ¢ les fluctuations de la premiere
coordonnée sont prises dans le mécanisme d’amplification du processus et integrent la dy-

namique de la troisieme coordonnée par 'intermédiaire d’'un terme d’ordre K (1+272+313)/2 5,
K (4r2+73) /2
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