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Résumé : On s’intéresse a l'estimation de la position de ce qu’on appelle “rupture lisse”
(“smooth change-point”) & partir de n € N* observations indépendantes d’'un processus
de Poisson non-homogéne. Plus précisément, soient 0 < a < f < 7 des constantes et 1
une fonction continue et strictement croissante sur [0, 7]. Soit r > —ming<;<, ¥ (t) une
constante et (J,)nen+ une suite décroissante vers 0. Soit # € © = (a, ) un paramétre
inconnu que nous cherchons & I'estimer quand n — +00. On observe X™ = (X1,..., X,,),
ou X; = (Xj(t), 0<t< T), j=1,...,n, des processus de Poisson indépendants sur [0, 7]

de fonction d’intensité Ay = )\((,n), f € ©, donnée par :
n r
Ay = (t) + 5 (=) Lo (t) + 7 Lpes, (), 0<t<T

Cette fonction d’intensité, dans le cas particulier ) = \g > 0, est donnée par la Figure [1}

Ao+r -

Ao

FIGURE 1. fonction d’intensitté )\gn) quand 1 = g
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On note Py = Pé") la mesure de probabilité correspondant & X . La vraisemblance,

par rapport a la mesure P, = Pfk”) correspondant & n processus de Poisson non-homogéne

indépendant avec une fonction d’intensité identiquement égale a 1 (cf., par exemple, [7])
est donnée par

dPy(X ™)
dP,

= exp{i/(: In(Ag(t)) dX;(t) — n/OT(/\g(t) —1) dt}, 0 co.

Comme estimateur du paramétre inconnu 6, nous considérons 'estimateur du maximum
de vraisemblance (EMV) et les estimateurs bayesiens (EB). L'EMV 6, est donné par

0, = argsup L(Q, X(”)),
0cO

L6, X™) =

et 'EB 6,, pour le fonction de perte quadratique et la densité a priori ¢ est donné par

G _ 1764(6) L(6, X)) dg
~ [Pq0)L(6, XM)do

Nous montrons que le comportement de 'EMV et des EB de 6 dépend de la vitesse de
convergence de 6, vers zéro. Plus précisément, nous distinguons deux cas :

— le cas lent : nd,, — 4o00;
n—-+o0o

— le cas rapide : ng,, —— 0.
n——+0o

Nous montrons que dans le cas lent, le modéle est LAN (localement asymptotiquement
normal) avec une vitesse non standard /4, /n, et 'estimateur du maximum de vraisem-
blance et les estimateurs bayesiens sont consistants, asymptotiquement normaux et asymp-
totiquement efficaces.

Nous montrons également que dans le cas rapide, le modéle est non régulier et se com-
porte comme un modéle de rupture classique. Plus précisément, dans ce cas nous montrons
que les estimateurs bayesiens sont consistants, convergent avec une vitesse 1/n vers des
limites non-gausiennes différentes; et sont asymptotiquement efficaces.

Tous ces résultats sont obtenus en utilisant la méthode d’analyse de rapport de vraisem-
blance développée par Ibragimov et Khasminskii dans [3] qui permet également d’obtenir
la convergence des moments de ces estimateurs. Cette méthode consiste, dans un premier
temps, a étudier le rapport de vraisemblance normalisé

dPgiup, (X™) L8+ ugp,, X™)

Zn(u) = 29 =

_ exp{ ':1 /0 In (A@;:—ft)(t)) A, (t) — n/OT(AM%(t) W) dt}, weu,,




UN MODELE REGULIER APPROCHANT UN MODELE DE RUPTURE 3

ou U, = Jo(a—0),0.1(8 — 0)] et o, une suite décroissante vers 0, dite vitesse de
normalisation de la vraisemblance.

Une étape clé dans la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance est la convergence
faible de Z,, n € N*, vers un certain processus limite Z = Z® (dit rapport de vraisem-
blance limite). Notons que, comme U,, 1 R, le rapport de vraisemblance limite doit étre
défini sur tout R. Par conséquent, les rapports de vraisemblance normalisé Z,,, n € N*,
ont aussi besoin d’étre prolongé sur R. Comme les valeurs de u tels que |u| est grand cor-
respondent aux valeurs de paramétre 6 + uyp,, éloignées de la vraie valeur 6, il est naturel
que Z,(u) soit petit pour ces valeurs de u. On prolonge donc les Z,, sur R (en les gardant
continues ou cadlag selon les cas) de sorte qu’ils soient nulles en +co et on travaille ainsi
soit dans l'espace des fonctions continues sur R nulles en +00, qu’on le note %,(R), soit
dans I'espace des fonctions cadlag sur R nulles en +o00, qu’on le note Zy(R).

Notons qu’a notre connaissance, jusqu’a présent la méthode d’analyse de rapport de
vraisemblance a toujours été appliquée soit en utilisant I'espace %p(R) muni la topologie
uniforme, soit en utilisant I'espace l'espace Z,(R) muni de la topologie usuelle de Skorokhod
(introduite dans [§]). Or, dans certaines situations (notamment, dans le cas rapide de notre
modele de rupture lisse), la convergence de Z,, vers Z ne peut avoir lieu sous aucune de ces
deux topologies puisque Z,, est a trajectoires continus et Z est a trajectoires discontinus.
Nous avons donc besoin d’adapter la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance pour
utiliser une autre topologie (plus faible que la topologie usuelle de Skorokhod) permettant
la convergence des fonctions continues vers des limites discontinues (qui n’est pas possible
sous la topologie usuelle de Skorokhod) et telle que la fonctionnelle sup soit continue pour
cette topologie (afin de pouvoir étudier 'EMV).

Notons enfin que ’étude des EBs et de 'TEMV dans le cas lent, ainsi que 1’étude des EBs
dans le cas rapide, sont publiés dans l'article [1]. L’étude de 'EMV dans le cas rapide va
étre publié¢ dans un prochain article.
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