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1Université Paris-Dauphine, PSL University, CNRS, UMR 7534, CEREMADE, 75016
Paris, France. E-mail : hsu@ceremade.dauphine.fr
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Résumé. On considère l’Hamiltonien d’Anderson continu avec pour potentiel le bruit
blanc sur la bôıte (−L/2, L/2)d en dimension d ≤ 3 et l’on déduit l’asymptotique de
la première valeur propre lorsque L tend vers l’infini. On montre que les valeurs propres
tendent vers −∞ à la vitesse de (logL)1/(2−d/2) et l’on identifie le préfacteur en fonction de
la constante optimale de l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg. Le résultat était déjà connu
en dimensions 1 et 2, mais est nouveau en dimension 3. On présente également deux
conjectures sur les fluctuations des valeurs propres et sur les formes asymptotiques des
fonctions propres associées près de leurs centres de localisation.
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Abstract. We consider the continuous Anderson Hamiltonian with white noise po-
tential on (−L/2, L/2)d in dimension d ≤ 3, and derive the asymptotic of the smallest
eigenvalues when L goes to infinity. We show that these eigenvalues go to −∞ at speed
(logL)1/(2−d/2) and identify the prefactor in terms of the optimal constant of the Gagliardo-
Nirenberg inequality. This result was already known in dimensions 1 and 2, but appears to
be new in dimension 3. We present some conjectures on the fluctuations of the eigenvalues
and on the asymptotic shape of the corresponding eigenfunctions near their localisation
centers.
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Ce travail a pour objectif d’étudier le spectre de l’opérateur dit Hamiltonien d’Ander-
son continu :

HL := −∆ + ξ, sur QL :=]− L/2, L/2[d, (1)

où ∆ est le Laplacien continu et ξ le bruit blanc en espace.
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Le bruit blanc ξ étant une distribution aléatoire p.s. de classe Hölder Cα avec régularité
négative α = (−d/2)−, cet opérateur est mal-posé en tant qu’opérateur non-borné à va-
leurs dans L2(Rd) : on peut remarquer que son domaine D(HL) ne contient pas les fonc-
tions lisses à supports compacts, car le produit entre une fonction lisse et une distribution
est en général seulement une distribution.

En dimension 1, il est possible de définir HL en utilisant un argument de l’analyse
fonctionnelle standard [1] ; dans ce sens, son spectre, ses fonctions propres ainsi que le
phénomène de localisation d’Anderson ont été éxplorés en détails [2, 3, 4]. En revanche,
pour d ∈ {2, 3}, la notion de multiplication par le bruit blanc n’est plus définie, et une
procédure dite de renormalisation doit être prise en compte afin de donner un sens à
l’opérateur. A cet égard, deux nouvelle théories majeures sont employées respectivement
pour construire l’Hamiltonien rigoureusement, qui sont la théorie du calcul paracontrôlé
[5] et la théorie des structures de régularité [6]. Jusqu’à présent, très peu d’information a
été obtenue sur le spectre de l’Hamiltonien d’Anderson en dimensions 2 et 3.

Ce travail est basé sur la construction présentée dans [7] qui est elle-même établie à
l’aide des structures de régularité. Cette construction fournit un opérateur auto-adjoint
HL sur QL avec condition de bord de Dirichlet, possédant un spectre purement discret :
λ1,L ≤ λ2,L ≤ · · · avec fonctions propres associées ϕ1,L, ϕ2,L, · · · . Notre résultat principal
est que pour d ≤ 3 et pour tout n ≥ 1, les valeurs propres tendent vers −∞ de la façon
suivante :

λn,L ∼ − (Cd logL)2−
d
2 , L→∞

où le facteur Cd est intimement lié au problème variationnel supψ∈H1:‖ψ‖2L=1(‖ψ‖
2
L4 −

‖∇ψ‖2L2). Ce dernier admet en fait les mêmes optimiseurs (modulo des scalings) que
l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg (IGN), ce qui fournit l’expression pour Cd en fonction
de κd, la constante optimale de l’IGN :

Cd = 2d

(
d

4

) d
2
(

4− d
d

)2− d
2

κ4d.

Cette asymptotique correspond aux résultats connus en dimension 1 [8, 2] et 2 [9], mais
est nouvelle en dimension 3.

Dans cet exposé, nous verrons les arguments clés pour déduire le résultat ci-dessus :
on reprend la structure des preuves de [9] mais dans le cadre des structures de régularité
et en toute dimension d ≤ 3. Nous verrons également que l’utilisation des structures
de régularité a plusieurs intérêts dans cette étude : premièrement, la théorie permet de
construire les objects stochastiques, à savoir les modèles, simultanément pour tout L ≥ 1,
nous pourrons donc énoncer les résultats sur un événement de probabilité 1 sans passer par
une suite dénombrable de L ; deuxièmement, les preuves pour de nombreuses propriétés
utiles sont réduites à des passages à la limite sous renormalisation.
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